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Albert Gu & Tri Dao

▪ Christopher Ré

• HazyResearch

• 피인용수:  50917 (04.29 기준)

• 스텐포드 교수

• 코넬대 컴공 97학번 (석박 워싱턴대)

▪ Albert Gu

• 피인용수: 11725 (04.29 기준)

• 카네기멜론 조교수 (23.08 ~)

• 카네기멜론 컴공 11학번 (석박 스텐포드)

• SSM

▪ Tri Dao

• 피인용수: 13137 (04.29 기준)

• 프린스턴 조교수 (24.06 ~)

• 스텐포드 컴공 12학번 (학석박 스텐포드)
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What is State Space Model(SSM)? 

▪ State Space Model 은 칼만 교수가 제안한 모델링 방식으로, 로봇, 자동차, 미사일
과 같은 동적시스템을 행렬로 모델링하는 것. ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢, y = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 형태로 시
스템을 표현한다.

▪ 최근 이러한 SSM 기반 딥러닝 모델(RWKV, RetNet, Mamba,Hyena)들이 각광받기 
시작했음.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved

𝑚 ሷ𝑥 + c ሶ𝑥 + 𝑘𝑥 = 𝐹

𝑦 = [1 0]
𝑥1
𝑥2

ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
y = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

전기기사 2019년 기출
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상태 방정식
(State Equation)

출력 방정식
(Output Equation)
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What is State Space Model(SSM)? 

▪ RNN 계열은 기존의 현실세계 함수 𝑓를 잘 근사화 하는 함수 𝑔를 찾는 게 목적.

▪ SSM 계열은 과거 𝑓≤𝑡을 압축하는 Online Approximation Vector를 잘 만드는 
State Equation을 만들고, 이를 기반으로 값을 잘 예상하는 출력 함수(Output 
Equation)을 통한 예측이 목적.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 4/48



P
ro

f. H
y
erim

 B
ae  (h

rb
ae@

p
u
sa

n
.ac.k

r)

Evolution of State Space Model

▪ SSM 모델의 창시자인 Albert Gu 와 Tri Dao 의 논문을 중심으로 연구 흐름을 보면 
다음과 같음.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 5/48
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Hippo

▪ f(t)의 과거의 정보를 Orthogonal Polynomial Basis의 합들로 정의하자!

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 6/48
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Hippo

▪ Problem Setup

• Sequence 모델이 잘 만들어 졌다고 함은 Temproal Dependency를 잘 모델링 하고 학습을 
하는 것. 즉, 과거의 데이터를 잘 요약하고 있음을 의미함. (Online memory approximation
을 잘하고 있다.)

• Online memory approximation: 𝑓≤𝑡 ≔ 𝑓(𝑥) |𝑥≤𝑡라고 할 때, 𝑓≤𝑡에 대한 정보를 가장 잘 담을 
수 있도록 하는 𝑔 𝑡 를 찾는 것. 

− (𝑎 𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 |𝑓≤𝑡 − 𝑔 𝑡 | 𝐿2(𝜔(𝑡)), 𝑔
𝑡 ∈ 𝐺 )

• Universal approximation: 모든 𝑓(𝑥)에 대해서 근사하는 함수 𝑔(𝑥)를 찾는 것. 

− (𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 𝑓 − 𝑔 𝐿𝑃 < ℇ, ∃𝑔 ∈ ℱ)

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 7/48
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Hippo

▪ Orthogonal Polynomial Basis의 합으로 f(t)를 표현하자!

• Orthogonal Polynomial Basis로 (𝑓≤𝑡)를 projection하여 근사화(𝑔 𝑡 ≔ σ𝑐𝑖 𝑡 𝜙𝑖(𝑡)) 벡터화 
후, 계수(𝑐(𝑡))의 변화를 통해서 𝑓≤𝑡 변화를 추적하자. ( ex) Fourier 시리즈,PCA로 함수를 표현 )

• 𝑐(𝑡)가
𝑑

𝑑𝑡
𝑐 𝑡 = 𝐴 𝑡 𝑐 𝑡 + 𝐵 𝑡 𝑓(𝑡) 형태로 변화한다고 정의한다면, 풀어야 하는 문제는

𝑎 𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛 |𝑓≤𝑡 − 𝑔 𝑡 | 𝐿2(𝜔(𝑡)), 𝑔
𝑡 ∈ 𝐺 를 t에 따라서 푸는 문제로 바뀌게 됨. 이 문제를 풀기 

위해서 조건은 다음과 같음

1. 𝐺 는 Hilbert space이어야 함.

✓ 𝑓≤𝑡 와 𝑔 𝑡 에 대해서 Norm이 정의 되어야 하기 때문.
𝑑

.𝑑𝑡
𝑐 𝑡 = 𝐴 𝑡 𝑐 𝑡 + 𝐵 𝑡 𝑓 𝑡 가 항상 수렴이 보장되어야 하기 때문(이산화를 목표로 하기 때문).

− 2. Inner Product < 𝑓, 𝑔 > = 𝑓׬ 𝑥 𝑔 𝑥 𝜔 𝑥 𝑑𝑥 가 정의 되어야 하므로 measurement 𝜔 𝑥 가 정의 되어
야 함.

• Orthogonal Polynomial Basis: 르장드르 다항식, 라게르 다항식, Chebyshev

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 8/48
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Hippo

▪ Orthogonal Polynomial Basis의 합으로 f(t)를 표현하자!

𝑓≤𝑡를 Closed-formed이 보장되는 OP로 Projection을 한 후(𝑔 𝑡 ), 𝑔 𝑡 의 Coef 가 t에 따라서 

변화하는 것을
𝑑

𝑑𝑡
𝑐 𝑡 = 𝐴 𝑡 𝑐 𝑡 + 𝐵 𝑡 𝑓(𝑡) 으로 정리하고, 이 ODE 를 이산화 하면, 𝑐𝑡 =

𝐴𝑡𝑐𝑡−1 + 𝐵𝑡𝑓𝑡형태로 변환할 수 있음. (증명 수식은 생략…)

• 본 논문에서는 르장드르 다항식을 기반으로 만들어진 Hippo-LegT 와 라게르 다항식으로 만
든 Hippo-LagT를 소개함.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 9/48
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Hippo

▪ RNN + Hippo

• 기존의 RNN과 Hippo를 결합하여 사용.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 10/48
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LSSL
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LSSL

▪ Hippo: Orthogonal Polynomial Basis의 합(수식화 되어 고정)과 RNN 을 결합하여
서 모델링.

▪ LSSL: Orthogonal Polynomial Basis(A matrix,B matrix)와 이산화시 사용하는  Δt 
를 학습. 그리고 출력함수 𝑦𝑡 = 𝐶𝑥𝑡 + 𝐷𝑢𝑡 를 통해 RNN과 결합하지 않고 사용. (이
때 이후로 SSM 모델이라고 부르기 시작함.)

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 12/48
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LSSL

▪ 기존 RNN 계열(LSTM, GRU, RNN)이 Backward Euler Method로 미분 방정식을 이
산화한 것과 달리, Picard Method를 이산화한 형태로 볼 수 있어 더 나은 성능을 
보임.

▪ 순환 구조의 한계였던 병렬 처리 문제를 LSSL은 Recurrent 연산을 Convolution 연
산으로 치환함으로써, 학습과 추론을 병렬적으로 수행할 수 있음.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 13/48
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LSSL

▪ Structured Learnable Matrices

• 기존의 Hippo 에서는 특정한 measure 𝜔 에 따라서 최적화된 Orthogonal Polynomial basis
를 정의하고, 이를 기반으로 A matrix를 생성.

• LSSL에서는 임의의 𝜔에는 항상 A matrix(LRW(Sa et al(Gu가 포함) ACM 2018)인)가 존재하고, 
메모리 시스템이 선형 SSM ( ሶ𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢)으로 표현 가능하다는 것을 증명. (Thoerem 1)

− 이러한 증명을 통해서 A Matrix를 Trainable 하게 사용할 수 있고, LRW Matrix임을 이용해서 𝐴𝑘와 같은 
연산을 Linear한 속도로 할 수 있음을 알 수 있음.

− LRW는 간단하게 𝑎𝑖 𝑋 = σ𝑗=1
𝑡 𝑔𝑖,𝑗(𝑋) ∙ 𝑎𝑖−𝑗 𝑋 , (𝑖 ≥ 𝑡)로 표현되는 재귀기반 다항식으로 구성된 matrix.

• Hippo: σ𝑐𝑖 𝑡 𝜙𝑖(𝑡) 형태로 함수를 표현. 

• LSSL: 𝑦𝑡 = 𝐶𝑥𝑡 + 𝐷𝑢𝑡 형태로 함수를 표현. 

• 이 부분에 대해서는 Appendix A, B 를 통해서 OP basis를 고정하지 않은 상태에서도 A,B,C의 
학습만을 통해서 표현력이 보장됨을 보여주고 있음.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved

Thoerem 1. For an arbitrary measure 𝓌, the optimal memorization operator hippo(𝜔) has the
For ሶ𝑥 𝑡 = 𝐴𝑥 𝑡 + 𝐵𝑢(𝑡) for a low recurrence-width(LRW) state matrix A 
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LSSL

▪ State Space Model(SSM)의 Convolution 연산으로의 변환

• LSSL 에서 수행하는 연산을 간단하게 보면 다음과 같음.

− 𝑥𝑡 = 𝐴𝑥𝑡−1 + 𝐵𝑢𝑡

− 𝑦𝑡 = 𝐶𝑥𝑡 + 𝐷𝑢𝑡

• 이 식을 풀어 쓰면, 𝑦𝑘 = 𝐶 𝐴
𝑘
𝐵𝑢0 + 𝐶 𝐴

𝑘−1
𝐵𝑢1 +⋯𝐶𝐴𝐵𝑢𝑘−1 + 𝐵𝑢𝑘 + D𝑢𝑘 가 되는데, 이 

연산을  non-circular convolution 으로 볼 수 있음. 

• 𝑦 = 𝒦𝐿 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∗ 𝑢 + 𝐷𝑢

• 𝒦𝐿 𝐴, 𝐵, 𝐶 = 𝐶𝐴𝑖𝐵
𝑖∈[𝐿]

∈ ℝ𝐿 = (𝐶𝐵, 𝐶𝐴𝐵,… , 𝐶𝐴𝐿−1𝐵)

• 또한, 𝒦𝐿 𝐴, 𝐵, 𝐶 는 Krylov function 이기 때문에 빠르게 연산을 할 수 있음. (커널 제작 연산)

• 이 때, 𝐴은 Quasi-separable Matrix (LRW)이므로 𝐴
𝑘
연산을 𝑂(𝑁)에 할 수 있고, Convolution 

연산 같은 경우 FFT로 연산을 수행할 수 있기 때문에 𝑂 𝑁𝑙𝑜𝑔𝑁 으로 학습이 가능함. (컨볼루
션 연산)

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 15/48
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LSSL

▪ RNNs are LSSLs

• 𝑒𝑧𝑘 = ∆𝑡𝑘 라 할 때, 동역학 모델을 Backward Euler method로 이산화 하게 되면 RNN 의 꼴
과 동일하게 됨.

• 즉, RNN 계열 모델들은 동역학 모델을 이산화 시킨 모델이라고 볼 수 있음.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 16/48
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LSSL

▪ RNNs are LSSLs

• RNN :동역학 모델을 BackWard Euler로 1차 이산화.

• LSSL : 동역학 모델을 Picard iteration 을 통해 여러 번 근사화.(Using Stacking) (ex)테일러 급
수)

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 17/48
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LSSL

▪ Deep LSSLs Architecture

▪ Basic LSSL:1D sequene에 대해서 정의가 되어 있음.

▪ Deep LSSL: linear를 통해서 hidden dimension, 새로운 차원을 정의하고,  각 차원 H에 

대해서 독립적인 LSSL을 통해서 연산을 수행.+ FeedForward Layer 추가하여, H feature 

에 대한 분석을 수행. Transformer 구조와 비슷하게 stacking을 수행하기 위해 , Residual, 

Layer Normalization 추가.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 18/48



P
ro

f. H
y
erim

 B
ae  (h

rb
ae@

p
u
sa

n
.ac.k

r)

S4

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 19/48
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S4

▪ LSSL는 이론적으로 좋은 성능을 보였으나, 컨볼루션 연산시 𝑂(𝑁2𝐿)의 시간 복잡도와, 학습 때, 
HiPPO 행렬의 대각화가 불가능하거나 수치적으로 불안정한 문제가 존재 했었음.

▪ S4에서는 이러한 수치적 불안전성을 A Matrix를 Diagonal + Low-Rank (DPLR) 구조로 분해하
고, Kernel(ഥ𝐾)를 생성하는 알고리즘을 FFT를 기반으로 Cauchy Kernel 알고리즘을 만들어 안정
적으로 계산할 수 있도록 했음.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 20/48
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S4

▪ 어떤 행렬 V로 Conjugation을 수행해도 시스템의 동작이 동일함.(Lemma 3.1)

▪ A를 NPLR 구조로 바꿔도 모델이 표현하는 시퀀스가 동일하다는 것 뜻.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 21/48
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S4

▪ “이론적으로 SSM에서 다루는 모든 Matrix A들은 LRW Matrix”(LSSL) 

▪ 이를 통해서 A = 𝑉Λ𝑉∗ − 𝑃𝑄∗ 형태로 바꿀 수 있음을 알 수 있음. (이렇게 변환이 되
면 역행렬 구하기가 너무 쉬움(Woodbury Identity & Hadamard Product)

▪ 변환된 A Matrix를 통해서 커널 Κ𝐿 𝐴, 𝐵, 𝐶 를 FFT 로 빠르게 변환할 수 있음.

• Κ𝐿 𝐴, 𝐵, 𝐶 → ෡𝐾 𝜔𝑗 = σ𝐾𝑛𝜔𝑗
𝑛 형태로 나타내지고, FFT(Cauchy 연산으로 바뀌어서 매우 빨

라짐)로 기존 Convolution 연산을 곱셈으로 빠르게 변환 .

▪ S4 를 통해서 LSSL가 수학적으로는 동일 하지만, 훨씬 안정적으로 학습이 가능하고 
속도가 매우 빠른 SSM 연산이 가능한 모델이 만듦.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 22/48
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S4

▪ Deep Learning S4

• A= Λ − 𝑃𝑄∗ , Λ ∈ ℂ𝑁×𝑁(diagonal),

• 𝑃, 𝑄 ∈ ℂ𝑁×1

• 𝐵 ∈ ℂ𝑁, 𝐶 ∈ ℂ𝑁

▪ Conjugate basis V 같은 경우에는 이미 V 위에서 모든 연산이 수행된다는 가정을 
기반으로 해서 따로 연산을 수행하지는 않음.

▪ 나머지는 전부 기존 LSSL 과 동일하게 각 Channel 별로 이산식 하나씩 세워서 수행
하고, MLP 를 통해서 Channel Mixing 을 수행함.
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S4D
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S4D

▪ S4는 Diagonal + Low-Rank (DPLR)  으로 A matrix를 변환해서 빠른 속도로 연산하
는 것을 보장했다면, S4D는 순수한 Diagonal Matrix로 A Matrix를 변환한 상태에서 
성능을 보장하는 것을 목표로 하는 논문.

▪ SSM 을 연속시간에서 정의를 한다면, (1) 와 (2) 형태로 표현할 수 있고, (3)의 형태
로 기저함수의 선형조합으로 재해석할 수 있음.
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S4D

▪ Convolution 을 수행하는 Kernel은 S4에서는 FFT(Cauchy)를 썼지만, S4D에서는 
Vandermonde 를 통해서 연산을 수행. (Vandermonde 가 DPLR 에서는 𝑒𝐴연산 비
용이 높아서 사용을 안했지만, A matrix가 Diagonal 하기 때문에 상관이 없음.)
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S4D

▪ Diagonal A Matrix 와 Vandermonde 커널만으로 연산이 잘되는것을 보여줌.
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Mamba
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Mamba

▪ S4의 경우, LTI 시스템으로서 병렬성과 연산최적화를 해냈지만, 현재 상황을 분석하
는 것에 약점을 보이는 문제점이 있음. 이 때문에 Long-Range Dependency 처리
가 약했음. 

▪ 그래서 Mamba 논문에서는Non LTI System인 Selective SSM을 제안하여, LTI 시스
템이었던 기존의 S4의 한계를 넘고, LTI 시스템이기에 얻었던 장점인 병렬성을 
GPU 최적화를 통해서 성능을 향상시킴.
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Mamba

▪ Selective State Space Model
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Mamba

▪ Selective State Space Model
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Mamba

▪ 또한 기존의 Transformer 와 유사한 아키텍처에서 MLP 아키텍처를 모방한 형태로 
변형했음. (H3, Hyena, RWKV 와 같은 논문에서 차용)
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Mamba

▪ Selective SSM의 경우 𝐴, 𝐵, 𝐶, Δ가 time variant 하기 때문에 먼저 계산하기 기법(Conv)가 불가
능하고, 계속해서 저장되는 hidden state로 인해서 메모리가 매우매우 많이 필요함. 이러한 문
제점을 해결하기 위해서 GPU friendly 하게 recurrence 연산을 최적화하여 속도를 가속화하고 
Memory 효과적으로 만듦.

• Kernel Fusion

− 기존의 Pytorch로 연산을 구현하게 되면, 여러 커널(Tensor, nn.Module)을 통해서 수행하므로, 연산에 사
용되는 𝐴, 𝐵, 𝐶, Δ가 계속해서 GPU의 HBM과 SRAM을 왔다 갔다 하면서 병목이 생김. 이러한 문제점을 해
결하기 위해서 Selective SSM을 하나의 kernel 연산으로 묶어서 GPU 내부 SRAM에서만 처리 (이를 통해 
속도가 40배 이상 향상됨) +hidden state를 저장하지 않고 연산함으로서 메모리를 절약함.

• Recomputation

− Recurrent  모델이 작동될 때, Pytorch의 Autograd는 연산의 중간 결과를 계속 ℎ𝑡형태로 저장을 하고 있
음. 이러한 저장은 메모리를 과도하게 잡기 때문에 Mamba에서는 forward에서 저장하지 않고 backward 
때 다시 계산을 해서 사용하게 됨. (like FlashAttention)
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Mamba 2
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Mamba 2

▪ 기존의 Mamba 와 같은 경우, Recurrence Neural Network 형태에서 시작해서 연산
을 최적화 하는 형태로 진행되었음.

▪ Mamba 2에서는 Linear Attention, Mamba, Attention 을 모두 하나의 Generalized 
된 Masked Attention(Structured Matrics)의 형태로 보면서, Mamba의 연산을 
Attention 연산과 유사한 Matrix 연산으로 최적화(Stated Space Duality(SSD))하고, 
GPU에 최적화 된 형태로 연산을 변환함. 이를 통해 기존의 Mamba 에 비해서 2~8
배 정도 빠르게 연산이 가능하게 만들어줌.
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Mamba 2

▪ Mamba is Semiseparable Matrix

• Mamba를 모든 x 시퀀스에 대해서 정리를 하게 되면, Nth Semiseparable Matrix와 동치인 
matrix로 추상화 할 수 있음.

• 이러한 구조화된 Structed Matrix 형태로 된다는 점을 주목
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Mamba 2

▪ Attention is also Structed Matrix

• Softmax Attention(𝑠𝑜𝑓𝑡𝑚𝑎𝑥 𝑄𝐾𝑇 𝑉)와 Linear Attention(𝜑 𝑄 𝜑 𝐾 𝑉) 연산 같은 경우도 SSM
과 같이 구조화 된 Structed Matrix로 구분할 수 있고, 일반적인 Masked Attention 같은 경우, 
Softmax Attention을 Linear Attention 화 한다고 하면 RNN 형태로 변환이 가능할 수 있는 
형태처럼 변환이 가능함.(𝜑 𝑄 𝜑 𝐾 yt = 𝑦𝑡−1 + 𝜑 𝑄 𝜑 𝐾 )
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Mamba 2

▪ Structured State Space Duality

• 결과적으로 SSM 과 Attention 은 L(마스크)를 구성하는 방법이 다를 뿐인 같은 형태라고 볼 
수 있음.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 38/48



P
ro

f. H
y
erim

 B
ae  (h

rb
ae@

p
u
sa

n
.ac.k

r)

Mamba 2

▪ Structured State Space Duality

• 결과적으로 SSM 과 Attention, RetNet, Toeplitz Fourier 전부 이러한 Structed Mask 
Attention으로 간단하게 표현 할 수 있음.
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Mamba 2

▪ Semiseparable Matrix Multiplication

• Semiseparable Matrix structure 의 경우 이런 식으로 쪼개서 계산할 수 있음. 이렇게 쪼개면, 
각 연산에 대해서 병렬적으로 연산이 가능한 Matrix가 생성되는데 이 부분을 병렬적으로 연
산할 수 있도록 만들어 속도의 최적화를 만듦. 
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Mamba 2

▪ Semiseparable Matrix Multiplication

• Semiseparable Matrix structure 의 경우 이런 식으로 쪼개서 계산할 수 있음. 이렇게 쪼개면, 
각 연산에 대해서 병렬적으로 연산이 가능한 Matrix가 생성되는데 이 부분을 병렬적으로 연
산할 수 있도록 만들어 속도의 최적화를 만듦. 
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Mamba 2

▪ SSD Model
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Mamba 2

▪ Mamba-2 Architecture

• 기존의 S4 같은 경우 Multi-Input SSM형태(여러 개의 SSM 을 붙이는 구조)임. 이를 
Grouped-Value Attention (GVA) 형태와 유사하게 변환함.

Copyright 2025. 박택현 All rights reserved 43/48



P
ro

f. H
y
erim

 B
ae  (h

rb
ae@

p
u
sa

n
.ac.k

r)

Mamba 2

▪ Tensor Parallel

• Linear 연산을 한번에 모아서 연산하는 형태로 만들어서 최적화함. (이건 QKV 연산할 때도 
꿀팁)
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Mamba 2

▪ Sequence Parallelism

• 입력 sequenc가 길이가 매우 길면, 하나의 GPU에 전체 sequenc를 올릴 수 없는 문제가 있는
데, 이를 Block 을 시간축으로 나눠서 여러 GPU가 나눠서 계산할 수 있도록 함.
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Mamba 2

▪ Scaling Laws(사이즈가 커지면 성능이 좋아진다) 법칙을 Mamba -2 도 지키는 것을 
확인 할 수 있음.
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Mamba 2

▪ Attention 에 비해서 연산 속도가 매우 빠른 것을 확인할 수 있다.
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Mamba 2

▪ Language 성능을 비교해봤을 때, Transformer에 비해서 좋은 성능을 보이는 것을 
알 수 있다.
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